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INTRODUCTION 

En 1978, M. Kashiwara et M. Vergne ont conjecture dans [KVj une propriete remar- 
quable et universelle sur la serie de Campbell-Hausdorff d'une algebre de Lie reelle q de 
dimension finie. Cette propriete conjecturale admet comme corollaire risomorphisme 
de Duflo entre le centre de l'algebre enveloppante de q et les invariants de l'algebre 
symetrique. Cette conjecture a ete demontree en toute generality par A. Alekseev et 
E. Meinrenken en 2005 et publiee en 2006 a Inventiones [AM06J. 

Ce texte se decompose de la fagon suivante ; on rappelle dans un premier temps 
des resultats elementaires sur la formule de Campbell-Hausdorff et la symetrisation. 
On introduit ensuite la conjecture de Kashiwara- Vergne, en expliquant ses origines 
et ses consequences. La troisieme section est consacree a la preuve d'Alekseev et 
Meinrenken. On a resume, dans l'appendice, la construction de Kontsevich pour la 
quantification des crochets de Lie qu'il nous a semble necessaire de rappeler pour une 
bonne comprehension du texte. 

Je remercie A. Alekseev, B. Keller, D. Manchon, F. Rouviere et M. Vergne pour leurs 
commentaires, suggestions et ameliorations lors de la relecture de ce texte. 



1. FORMULE DE CAMPBELL-HAUSDORFF ET SYMETRISATION 

1.1. La formule de Campbell-Hausdorff 

Soit q une algebre de Lie de dimension finie sur R. D'apres le theoreme de Lie, il 
existe un groupe de Lie reel G, connexe et simplement connexe d'algebre de Lie q et 
une application exponentielle notee exp qui definit un diffeomorphisme local en e q 
sur G. 

II en resulte que Ton peut lire la loi de groupe de G en coordonnees exponentielles. 
C'est la fameuse formule de Campbell-Hausdorff. En d'autre termes, pour X, Y proches 
de dans g, il existe une serie en des polynomes de Lie, convergente et a valeurs dans 
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g, notee Z(X, Y) telle que Ton ait 

exp (X) . G exp (F) = exp g (Z(X, Y)) . 
Les premiers termes de la serie de Campbell-Hausdorff sont bien connus et s'ecrivent 

(1) Z(X, Y)=X + Y+±[X,Y} + ±[X, [X, Y]] + [Y. X]]+ 

^[Y,[X,[Y,X}}}-^[X,[Y,[X,Y}}} + ... . 

II existe de nombreuses expressions de Z(X, Y) en terme de crochets iteres (cf. § 15. ip 
ou ecrites de maniere recursive (cf. [Va] page 118). Une difficulte majeure concernant 
la formule de Campbell-Hausdorff est qu'il n'existe pas de base de l'algebre de Lie libre 



qui soit particulierement commode pour effectuer des calculs^a La quantification de 
Kontsevich donne une autre fagon d'ecrire la formule de Campbell-Hausdorff comme 
rappele en § 14.21 

1.2. Symetrisation et application exponentielle 

La symetrisation f3 est un isomorphisme d'espaces vectoriels entre l'algebre 
symetrique de g notee S[g] et l'algebre enveloppante de g notee U(g); c'est une 
version du theoreme de Poincare-Birkhoff-Witt. La symetrisation commute a Faction 
adjointe (resp. aux derivations adX) et verifie la condition pour X 6 g, 

(3{X n ) = X n . 

On en deduit la formule, pour Xt e q, 

P(x 1 ...x n ) = ±J2 x °( 



,,, ^ T(J i ' " X "{n)- 



II existe plusieurs fagons de voir l'algebre S[q] ; comme algebre symetrique, comme 
algebre des fonctions polynomiales sur g*, comme algebre des operateurs differentiels 
invariants par translation sur q (ie. a coefficients constants) et enfin comme algebre 
pour la convolution des distributions de support 0. On peut voir U (g) comme l'algebre 
enveloppante universelle, l'algebre des operateurs differentiels invariants a gauche sur 
G et enfin l'algebre pour la convolution des distributions supportees par l'origine de G. 

La formule de Taylor enonce que Ton a l'egalite de distributions formelles e x = 5x, 
avec 5x la masse de Dirac au point X. On a done dans une completion adequate 
de f/(g) : 

yn 

(2) Wx)=P(e*) = y £ i - r = 6 aiPtWl 

n>0 



^^Les bases de Hall, par exemple sont definies de maniere recursive. Par ailleurs il existe une base 
qui permet d'ecrire la formule de Campbell-Hausdorff en utilisant des combinaisons a coefficients 
complexes Kly . 
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ou £ e xp g (x) est la distribution ponctuelle au point exp (X) dans G. 

La symetrisation envoie done la distribution 5x sur la distribution S cxp pQ ; e'est done 
l'application exponentielle au niveau des distributions, car on a (exp g )*(5x) = 5 e xp B (x)- 

On peut ramener, via 1' application 3, le produit de U(g), en un produit associatif dans 
S[g). C'est l'etoile produit de GuttK 2 )| |Guj . realisant la quantification par deformation 
de l'algebre de Poisson S[g]. On a done pour w,v dans S[g] 

(3) w * v := B-'iPiwWv)). 

Gutt 

Comme distribution de support on aura done 

Lemme 1.1. — Pourw,v des elements de S[g\, (3~ 1 {(3{w)f3{v)) correspond d la distri- 
bution de support G g definie pour f , fonction test sur g, par la formule : 

( p-\p(w)P(v)), f):=( w(X) ® v(Y)J(Z(X, Y)) ). 

1.3. Le centre de l'algebre enveloppante et l'isomorphisme de Duflo 

Comme la symetrisation (3 commute aux derivations, c'est aussi un isomorphisme 
d'espaces vectoriels de S[g] s sur U(g) B (les invariants pour Faction adjointe). 



Dans [Du77] en utilisant les ideaux primitifs dans l'algebre enveloppante, Duflo 
montre que pour toute algebre de Lie de dimension finie sur un corps de caracteristique 
nulle, S[g] s et U(g) s sont isomorphes comme algebres et exhibe un isomorphisme. Ce 
resultat generalise celui de Dixmier |Dix] dans le cas nilpotent, de Duflo dans le cas 
resoluble |Du70j et d'Harish-Chandra [HC] dans le cas semi-simple et s'inscrit dans 
l'esprit de la methode des orbites initiee par Kirillov. 

On notera par j(X) le determinant jacobien de la fonction exp (cf. § 15.21) . a savoir 
la fonction definie par 

, /l-e- adX \ / adl\ , /sinh(adf)\ 

( 4 ) 3(X) = det ^ j = exp (-tr.-y- J det 3 f ^ 2 M . 

Cette fonction va intervenir de maniere cruciale dans la suite. 

Notons S'Ufj*]] l'algebre des series formelles en les elements de g*. La serie formelle 
est done dans C'est done un operateur differentiel sur g* d'ordre infini a coeffi- 

cients constants que Ton note j^(d). La formule de Duflo s'ecrit alors pour P G S[g], 

(5) T (P):=/?(ji(a)p). 



^ 2 ^C'est a dire que l'etoile produit s'exprime comme un serie formelle d'operateurs bi-difFerentiels sur 
g* a coefficients polynomiaux. 
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C'est clairement un isomorphisme d'espaces vectoriels de S[g] sur U(g), qui commute 
aux derivations adX. 



L'application 7 ci-dessus est un isomorphisme d'algebres 



Theoreme 1.2 ( lDu77j ). 
de S[g\ s sur U(g) s . 



Ce theoreme est non trivial. Dans [KoJ Kontsevich montre par un argument d'homo- 
topie que S[q] s et U(g) s sont isomorphes comme algebres et en deduit qu'il s'agit de 



1' isomorphisme de DufldjzJ; ce resultat s'etend automatiquement aux super-algebres de 



Lie et Kontsevich montre que les algebres de cohomologie H(g, S[g]) et H(g, U(g)) sont 



isomorphea ( - 4 - > l. Dans [PTj on verifie qu'il s'agit encore de la formule de Duflo etendue a 



la cohomologie^!. On dispose done d'une demonstration qui n'utilise pas la theorie des 



representations. 



Ann d'etendre l'isomorphisme de Duflo aux germes de distributions invariantes, Ka- 
shiwara et Vergne suggerent dans [KVj une methode basee sur une deformation de la 
formule de Campbell-Hausdorff. Ces techniques sont connues aujourd'hui sous le vocable 
"methode de Kashiwara- Vergne" . En quelque sorte on cherche a lire l'isomorphisme de 
Duflo sur la formule de Campbell-Hausdorff. 



2. LA CONJECTURE COMBINATOIRE DE KASHIWARA-VERGNE 
2.1. Notations 

Soient (ej)j = i v .^ une base de $j, (e*)^^...^ la base duale et X = Y^i=i x i e i- P° ur 
X 1 — > A(X) une fonction reguliere de g dans g (c'est a dire un champ de vecteurs sur 
g) on designe le champ adjoint associe par 

(6) [X, A(X)\ -d x = Y.( e *> [ X ' A W] >^7- 

i=i * 

On note aussi dxA la different ielle de A en X ; c'est une application lineaire de g dans g. 



2.2. Enonce de la conjecture combinatoire 

Soit g une algebre de Lie de dimension finie sur R. Pour X, Y 6 g on note Z(X, Y) 
la serie de Campbell-Hausdorff definie par 

Z(X,y)= log (exp s (X) G exp s (y)). 

( 3 ) L' argument utilise la forme a priori de l'isomorphisme obtenu compare a celui de Duflo. 

( 4 ) En degre on retrouve les algebres d'invariants S[q] b et U(g) 9 . 

( 5 ^Ce resultat est aussi cite dans |Shj comme un travail en commun avec Kontsevich, mais non publie. 



980-05 



Dans tout ce qui suit nous travaillons au niveau des series formelles mais des argu- 
ments elementaires montrent que toutes les series formelles que nous manipulons sont 
convergentes dans un voisinage de (0,0). 

La conjecture combinatoire de Kashiwara-Vergne |KV] s'enonce de la maniere sui- 
vante : 



Theoreme 2.1 (Conjecture KV 78). — Notons Z{X,Y) la serie de Campbell- 
Hausdorff. II existe des series F(X, Y) et G(X, Y) sur g © g sans terme constant 
et a valeurs dans g telles que Von ait 

(7) X + Y - log(exp (y) ■ exp (X)) = (l - e - adX )F(X,Y) + (e ady - l)G(X,Y) 
et telle que I'identite de trace suivante soit verifiee 

, x , n n „ s 1 / adX ady adZ(X, Y) \ 

(8) tr 3 (adX o dx F + adF o dyG) = -tr B [^r^J + - _\ ~ 1 J • 



Remarque 2.2. 
universelles ^ 



alors le couple 



- La conjecture porte sur l'existence d'un couple (F, G) de solutions 
verifiant les equations ci-dessus. Par ailleurs, si un tel couple convient 

( G (_y,_x),F(-y,-X)) 



est aussi une solution. On peut done rechercher des solutions symetriques e'est a dire 
verifiant G(X,Y) = F(—Y, —X). Pour de telles solutions on s'apergoit facilement que 
les termes a l'ordre 1 en Y sont uniquement determines [APJ, ce qui peut faire esperer 



l'unicite d'une solution symetriquer- 1 



Remarque 2.3. — L'equation (j7]) peut se resoudre completement dans l'algebre tenso- 
rielle engendree par X, Y. Puis en utilisant l'idempotent de Dynkin (cf. § 15.11) on peut 
exhiber toutes les solutions de ([7j) (cf. [BJ). La dimculte majeure de cette conjecture est 
done l'equation de trace (jSJ). 

Remarque 2.4- — Les equations (JTj) et (jHJ) forment un systeme affine a coefficients ra- 
tionnels. Si on dispose d'une solution a coefficients reels, alors il existera une solution 
a coefficients rationnels. Expliciter une solution rationnelle est un probleme interessant 
que Ton peut poser. 



( 6 )C'est a dire des elements d'une completion de l'algebre de Lie libre universelle engendree par X,Y. 
L'algebre de Lie libre sur un espace vectoriel V est naturellement graduee ainsi que son algebre enve- 
loppante, qui est l'algebre associative libre sur V ; par exemple, l'element [X, Y] = XY — YX est de 
degre 2. La completion consiste a considerer les series de termes homogenes dont les degres tendent 
vers l'infini |Se| . 

^Ce point est encore conjectural. 
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2.2.1. La solution conjecturale de Kashiwara-Vergne. - - Dans leur article, Kashiwara 
et Vergne proposent un couple symetrique (F°,G°) de series de Lie universelles et 
montrent, dans le cas resoluble, que ce couple verifie la condition de trace (jHJ). Nous 
suivons Particle |Rou86j qui propose une reecriture de ce couple conjectural. 

Notons if} la fonction analytique au voisinage de definie par 

m e ' ~ 1 ~ 2 



(e 2 - 1)(1 -e- 2 )' 
Soit Z(t) = Z(tX, tY) et posons 

F\X,Y) = [J 1 _ e -s6x °^(adZ(t))dtj (X + Y) 
et G X (X,Y) = F x (-Y, -X). Posons alors 

F°(X, Y) = 1 (F 1 ^, F) + e^F^-X, -F)) + 1 (Z(X, F) - X) 
et G°(X,F) = F°(-F,-X) 



(8) 



Par construction (cf. [KVj . [Rou86j ) ce couple (F ,^ ) verifie la premiere 
equation (j7j). Dans leur article Kashiwara et Vergne conjecturent que (F°,G°) verifie 
1' equation de trace (jHJ) et verifie ce fait dans le cas des algebres de Lie resolubles. 

2.2.2. Historique des resultats. - - Dans [Ro u81j . Rouviere verifient la conjecture dans 
le cas sl(2, R) pour le couple (F°, G°) ci-dessus. 



En 1999 dans [Vej Vergne demontre la conjecture dans le cas quadratique, c'est a 
dire pour une algebre de Lie munie d'une forme bilineaire invariante et non degeneree ; 
les algebres reductives mais aussi 0©0* avec g quelconque, sont quadratiques. L'article 
[Ve] suit les idees de |AM 00j concernant Pisomorphisme de Duflo pour les algebres 
de Lie quadratiques. Dans [AM02] Alekseev et Meinrenken proposent, toujours dans 
le cas quadratique, une solution differente en utilisant la geometrie de Poisson et le 
"Moser trick" . Toutefois dans [APj il est montre que ces solutions du cas quadratique 
ne sont pas universelles, c'est a dire qu'elles ne resolvent pas la conjecture pour toutes 
les algebres de Lie. 

Enfin A. Alekseev et E. Meinrenken [AM06] ont demontre en mai 2005 la conjecture 
combinatoire en utilisant une deformation de la serie de Campbell-Hausdorff decrite 
dans |To] et resultant de la quantification de Kontsevich [Koj . Le lien avec le couple 
conjectural G°) n'y est cependant pas aborde. 



( 8 )Ecrivons pour simplificr x = &dX et y = adF. Des calculs fastidieux dans les annees 80, mais que 
l'on peut maintenant effectuer sur ordinateur montrent que les premiers termes s'ecrivent (jusqu'a 
l'ordre 4) : F°(X, Y) = \Y+ ±xY - ^x 2 Y - ±yxY - ^x 3 Y - ^yx 2 Y + ^y 2 xY + ... 
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2.3. Origine et consequences de cette conjecture 

Cette egalite sur les traces peut sembler etrange mais elle est une consequence natu- 
relle de Pintegration par partie. Expliquons un peu tout ceci ce qui motivera le lecteur. 

2.3.1. Transport de la convolution. - Un des buts de Particle de Kashiwara-Vergne 
est de demontrer, pour les distributions invariantes, le transport du produit de convo- 
lution par l'application exponentielle. 



(9) 



suivant assurant 



Plus precisement il s'agissait de montrer le resultat conjectural 
que Pon peut transporter la convolution sur q en la convolution sur G. Ce point est 
important car les caracteres des representations irreductibles sont des solutions propres 
pour le centre de U (g) et exprimes en coordonnees exponent ielles deviennent alor s des 
solutions propres des operateurs differentiels invariants a coefficients constant; 



(10) 



Ce theoreme fut demontre par la suite dans [ADS] , [AST] , |Moj comme corollaire de 
la quantification de Kontsevich. 

Theoreme 2.5 ( [ATJS] . [A"ST] . [Mo] ). — Soient w et v deux germes de distributi ons 



(ii) 



invariantes au voisinage de dans q et verifiant une certaine condition de support 
afin d' assurer un sens a la convolution. On a 

(9) ( w ® v , 3 *W 3 *W f(Z(X, Y))) = (w®v,f(X + Y)) 

j*{Z(X, Y)) 

avec f une fonction C°° dans un voisinage de et a support compact. 
Definition 2.6. — On appellera fonction de densite le quotient 

D{X ,Y) := 

2.3.2. Deformation par dilatation. - - L'idee de base de Particle |KV] est de considerer 
la deformation naturelle de Palgebre de Lie g qui consiste a remplacer le crochet 
[X, Y] par t[X, Y] pour t G [0,1]. La serie de Campbell-Hausdorff est changee en 
Z t (X,Y) = \Z{tX,tY). Remarquons que cette expression est bien definie pour t = 
et on obtient Z (X, Y) = X + Y. 

On deduit de la differentielle de l'application exponentielle (cf. §5.3[) . que Pequation ([7]) 
est equivalente a Pequation differentielle suivante 

(10) jU t (X, Y) = [X, F t (X, Y)} ■ d x Z t (X, Y) + [Y, G t (X, Y)} ■ dyZ t (X, Y), 



^ Conjecture aussi formulee par Rais. 

( 10 ^L' evaluation sur une orbite definit alors un caractere pour ^[g] 8 . 

' u 'On peut demander par exemple que les supports asymptotiques de u en (resp. v), note C u (resp. 
C v ), verifient C u n -C v = {0}. 
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oil on a note F t (X, Y) = \F(tX, tY)^ 



Notons q(X) la fonction det ^ sm ^ d x 2 j • En utilisant la formule^f) 

n>l v > 

on trouve facilement |KV] : 

/, -s ■ 1 / t^s ^ ■ 1 / ^\ 1 A a dX 1 \ 

(id , Htx) - jHtx) = . tI ^ —— Y - . 1 y 

Compte tenu de la deformation en le parametre t, il suffit de demontrer qu'on a l'egalite 
pour tout t G [0,1], 

(12) (w®v, 3 4^yi^f(Zt(X, Y)) > = ( w ® v , f(X + Y) ). 

j2{tZ t (X, Y)) 

L'idee est maintenant simple, il suffit de demander que la dependance en t soit triviale, 
c'est a dire que la derivee par rapport a t soit nulle. 

2.3.3. Calcul de la derivee en t. - - Notons D t (X,Y) la fonction de densite 

D t (X,Y) = D(tX,tY) = j \ {tX)j * {tY) . 

r(tz t (x,Y)) 

On peut remplacer j par q dans cette formule, la fonction de densite reste la meme. On 
a facilement compte tenu des equations ffTUj) et ffTTj) . 



(13) d D(xY) V ( adx i ady "^(x.y) Mnrxyu 

[x, F t (x, y))] • 9 X a(X y) + [y, c t (x, r))] • a y a(x, y). 

Pour simplifier on va noter : 

(14) T(X, Y) = itr, + - _ A . 
v ' 2 V e — 1 e — 1 e adz(x,Y) _ 1 y 

Par consequent le premier terme du second membre de (IT51) est |T(tX, tY). Ce calcul 
se justifie comme suit ; le premier terme dans le membre de droite ( 1T31) resulte de la 
derivee par rapport a t dans les termes j*(t-) et le second terme resulte de la derivee 
en t dans Z t . Plus precisement compte tenu de ffTUj) il vient que pour toute fonction <fi 
on a 

(15) ^0 (Z t (X, Y)) = [X, F t (X, Y)} ■ d X (f> (Z t {X, Y)) + [Y, G t {X, Y)] ■ d Y <$> (Z t (X, Y)) . 



' 12 'Comme F(0, 0) = (0, 0) cette expression est bien definie pour t = 0. 
( 13 )Voir i )5.2| pour les nombres de Bernoulli b n . 
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Le champ de vecteurs [X, F t (X, Y)} ■ dx + [Y, F t (X, Y)} ■ dy agit trivialement sur la 
fonction j^(tX)j^(tY) car cette derniere est invariante en chaque variable sous Faction 
adjointe,n par consequent la derivee du terme en Z t s'ecrit bien comme annoncee. 

On peut maintenant terminer le calcul de la derivee dans (|12p . II vient 

(16) ^(D t (X,Y)f(Z t (X,Y))) = 

'[X, F t (X, Y)} ■ d x + [Y, G t (X, Y)} ■ dy) (D t (X, Y)f(Z t (X, Y))) + 

~T(tX,tY)D t (X,Y)f(Z t (X,Y)). 



On est done amene a calculer Faction a droi w 14 - 1 ! du champ de vecteurs [X, F t (X, Y)] ■ 
dx + [Y, F t (X, Y)] ■ dy sur la distribution w ® v. Compte tenu de Finvariance de cette 
distribution on a, 

(17) w®v([X,F t {X,Y))}-dx + {Y,F t {X,Y))]-dy) = 

-w®v (tr g (adX o d x F t (X, Y) + adF o dyG t (X, Y)) 



Pour conclure au transport de la convolution dans (Q il suffit de demander que Fon ait 
pour tout t : 

(18) -T(tX,tY) -tr s (adX od x F t (X,Y) + adF odyG t (X,Y)) =0. 

La conjecture combinatoire de Kashiwara— Vergne est precisement cette 
egalite. 



Remarque 2.7. — Si Fegalite (0) (ou bien (TTOTl ) est verifiee, alors Fequation (jHJ) est 
equivalente a Fequation (TT9T) suivante 



(19) -D t (X,Y) = {[X,F t (X,Y)}-d x + [Y,G t (X,Y)}-d y )D t (X,Y) + 



(tr (adX o d x F t (X, Y) + adF o d Y G t (X, Y))^D t (X, Y). 



2.3.4- Isomorphisme de Duflo. - - On deduit comme cas particulier du transport de la 
convolution (Q le corollaire suivant : 

Corollaire 2.8. - - Le theoreme \2.5\ generalise I 'isomorphisme de Duflo. 



( 14 )En effet les distributions sont plutot un module a droite sur les champs de vecteurs. Cette action 
a droite n'est utilisee qu'a cet endroit du texte. 



980-10 



Preuve — En effet pour P,Q G S[g] s considerees comme des distributions invariantes 
de support et pour toute fonction test /, on a d'apres le theoreme 12.51 applique a 

./ : 7- 

( P ® Q, P (X)P (Y)f(Z(X, Y)) ) = ( P ® Q, U l ' 2 f) (X + Y) ) = ( j* (d) (PQ) , />. 
On a done 

(p(d)P®j l *(d)Q,f(Z(X,Y))) = (j 1 >(d)(PQ),f). 
Et d'apres le lemme 11.11 le membre de gauche correspond a l'element 

tandis que le membre de droite correspond a j^(d)(PQ). On en deduit que l'on a bien 
la formule de Duflo sur les elements invariants, 

0{jHd)(PQ)) = a (r(d)p) a (j*{d)o) . 



3. PREUVE DE LA CONJECTURE COMBINATOIRE DE 
KASHIWARA-VERGNE 

On explique dans cette section les deux resultats principaux de :.\M()(i , a savoir la 
preuve de la conjecture de Kashiwara-Vergne et l'extension de Fisomorphisme de Duflo 
a toute la cohomologie comme corollaire. Le texte suit essentiellement Particle [AM06] . 

On pose dans un premier temps des definitions utiles. 
3.1. Notations 

3.1.1. Application de Duflo sur les distributions. - - On fixe un voisinage symetrique 
U de dans g sur lequel exp g est un diffeomorphisme sur son image U = exp g (U). On 
suppose j > sur U. L'application de Duflo sur les distributions a support compact 

Duf = (exp )„ o j 1 ' 2 : V' comp (U) -> V' comp (U), 

est alors bien definie. On rappelle que Ton a note D(X, Y) = ^[^z(xy)) ^ a f° nc ti° n 
de densite. 
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3.1.2. Produit m. - - On fixe alors un voisinage O de dans g suffisamment petit, tel 
que exp (C) exp g (0) C U et tel que la serie de Campbell-Hausdorff Z definisse une 
fonction reguliere de O x O dans U. 

La convolution des distributions a support compact dans exp g (0) est alors bien 
definie et on peut remonter le produit de convolution de G via l'application de Duflo 
en un produit sur T>' comp {0) ; c'est la formule du theoreme 12.51 On note ce produit 

(20) m = Z+oD: V' comp (0 x O) V' comp {U). 

3.1.3. Deformation par dilatation m t . - Utilisons la deformation du crochet de Lie : 
[X, Y] t = t[X, Y] et notons g t cette nouvelle algebre de Lie. Pour t = on trouve le 
crochet trivial, et pour t ^ c'est une algebre isomorphe a g. 

La serie de Campbell-Hausdorff pour Q t s'ecrit Z t (X, Y) = jZ(tX, tY) et la fonction 
de densite vaut D t (X, Y) = D(tX, tY). On en deduit comme precedemment un produit 
m t sur V' comp (\0) 

rm = {Z t \ o D t : V' comp {-0 x ~0) - V' comp ^U). 

3.1.4- Derivee de Lie. - - La derivee de Lie de Paction adjointe sur les fonctions / G 
C°°(q) est definie pour v G g par 

(L(v)f)(X) = [X,v}-d x f. 



Si u est une distribution et / une fonction test, alors par definition 



(15) 



on a 



L(ei)u, f) = —(u, L(ej)f ). U ne distribution est dite invariante sur elle est annulee par 



les L{e,i) pour % = 1, . . . , n^ l% > 



Soit X 1 — > A(X) = A\(X)ei + . . . + A n (X)e n est un champ de vecteurs sur g. 
Alors la derivee de Lie L(A) vaut ^ AiL(ei) sur les fonctions et ^ L(ei) o Ai sur les 
distributions. 

3.1.5. Structure de Lie sur C°°(g x g,g x g). - On definit une structure de Lie 
, \ue sur les fonctions C°°(g x g, g x g) en demandant que 

(3 = (F(X, Y),G(X, Y)) i-> E 13 = [X, F(X, Y)] ■ d x + % G{X, Y)] ■ d Y 

soit un morphisme lorsqu'on munit les champs de vecteurs sur g x g du crochet standard. 



( 15 )ll n 'y aurait pas de signe — si on prenait Paction a droite. 
( 16 ^On rappelle que {e-i)i est une base de q. 
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Explicitement on a pour 0, 7 G C °°(fl x g,g x g) en utilisant la derivee de Lie L(0) 



du champ de vecteurs sur g x £ 



(17) 



[0, 1 } Lie = L(0) 1 -L( 1 )0+[0, 1 ] gxs . 

3.2. Reformulation de la conjecture 

Dans leur article Alekseev et Meinrenken utilisent une reformulation plus geometrique 
de la conjecture de Kashiwara-Vergne. 

Pour cela il est commode d'utiliser la base de g x g et les derivees de Lie de Faction 
adjointe de g x g. On notera (ej)i = i i ... ) 2 n une base de g x g (on prend deux copies de la 
base e,) et L(Si) la derivee de Lie de Taction de g x g sur V comp (0 x O). 

3.2.1. Deux reformulations equivalentes de la conjecture de Kashiwara-Vergne. - - Soit 
G C°°(0 x 0, g x g), tel que 0(0, 0) = 0. On suppose que est un couple verifiant la 
conjecture de Kashiwara-Vergne. Utilisons la base ci-dessus et ecrivons 



0=(F(X,Y),G(X,Y)) = 



l<i<2n 

et t = \0(tX,tY) = (F t (X,Y),G t (X,Y))= £ $4 

l<j<2n 

Premiere reformulation : Les equations ([7]) et ([5]) sont equivalentes aux equations 
( ITU]) et (ITU]) ( cf. § !5.3l et la remarque !2.7l ) que Ton peut ecrire de maniere plus condensee 
en utilisant les derivees de Lie sur les fonctions : 



(21) d t z t = ( ]T 01m) ) z t 

et 




d t D t = mmD t ) = ( E 

l<i<2n \l<j<2i 



(22) >. L(^)0ajA)=( L Hei)o0l)D t . 

'i<2n 



Deuxieme reformulation : L'idee astucieuse de |AM 06] est de constater que ces 
equations peuvent se condenser en une seule. La preuve est elementaire et consiste a 
verifier l'assertion sur les distributions de dirac d~ p , q au point (p, q) G g x g. 

Proposition 3.1. - - Les equations et (GJ) sont equivalentes a V equation suivante 
ou la derivee de Lie porte sur les distributions 

(23) d t m t = -m t o( ^ ■ 

\l<i<2n J 



( 17 )La derivee de Lie est pour Taction adjointe de g x g sur les fonctions. 
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Notation : On notera V((3) l'operateur agissant sur les distributions Yl Pt^(^i)- 

\<i<2n 

La conjecture de Kashiwara-Vergne s'ecrit done plus simplement 

d t m t = -m t o V(/3 t ). 

Remarque 3.2. — Comme on le constate ce n'est pas la derivee de Lie L(/3 t ) sur les dis- 
tributions qui intervient mais l'operateur sur les distributions V(/3 t ) = Xa<i<2n Pt^i^i) ■ 
Toutefois on verifie (cf. |AM06j ) que l'on a la relation importante suivante pour (3, 7 G 
C°°(Ox 0,gxg), 

V([(3, 1 ] Lie ) = [V(P),V( 1 )}, 
e'est a dire V est un homomorphisme de Lie. 

3.3. Equation de courbure nulle 

Dans |To] on definit, grace a la quantification de Kontsevich (cf. Appendice A § 14.31) . 
une deformation Z U (X,Y) (resp. D U (X,Y)) de la serie de Campbell-Hausdorff (resp. 
de la fonction de densite). 

On ecrit maintenant ces equations de deformation en termes analogues a la propo- 
sition 13.11 D'apres § 14.31 theoreme 14.31 il existe une fonction 7„ G C°°(0 x 0,g x g) 
analytique en u G [0, 1], verifiant 7«(0,0) = (0,0) et donnee par des series de Lie uni- 
verselles convergentes et il existe une deformation m u (definie comme en (1201) avec Z u 
et D u ) du produit sur les distributions telles que Ton ait 

d u m u = -m u o VXtu). 

Pour u = on retrouve mo le produit standard dans g et pour u = 1 on retrouve le 
produit m. II est important de remarquer que la deformation m u n'est pas un produit 
associatif, contrairement a m t . 

En considerant le parametre de deformation par dilatation t G [0, 1] on en deduit que 
l'on a aussi par dilatation 

(24) d u m^ t = -m^t V(lu,t) 

avec j U)t (X,Y) = jj u (tX,tY) et m^ t definie comme en (TSUI) avec ^Z u (tX,tY) et 
D u (tX, tY). On a mZ^t = m et m^T^t = m t . 

L'idee de Alekseev et Meinrenken est de construire a partir de la solution j u une 
solution p t de la proposition 13.11 Pour cela il faut resoudre une equation de courbure. 
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Proposition 3.3. — II existe une serie de Lie universelle (3 u j a valeurs dans q x g 
convergente dans un voisinage de (0,0), telle que fl 0)t = (0,0) et verifiant I 'equation 

9 u Pu,t ~ d t J Utt + [P Utt , 7 u> t]lAe = 0. 

On a f3 u , t (X,Y) = ±(3 Ujt=1 (tX,tY). 

Preuve - - C'est une equation different ielle en u lineaire avec second membre. II 
y a done unicite et 1' assert ion sur la dilatation resulte de l'egalite j U)t (X, Y) = 
j7„ fa1 (tX , tY ). On peut resoudre formellement cette equation en utilisant les 



resolvantes ^ 18 -* . On trouve facilement 



Pu,t = y , / du ... du n ad-y Unit . . . aAj Ul!t d t j U0! t. 

n>0 ^0<u <ui<...<u n <u 

A partir de cette expression on montre la convergence et d'apres la definition du 
crochet [ , \u e § 13.1.51 il est clair que Ton ne manipule que des series de Lie. 



Remarque 3.4- - - Une autre facon de voir l'equation de courbure est la suivante. On 
resout formellement dans le groupe de Lie associe a la structure de Lie [ , \hie-, 
l'equation d u g(u,t) = —g(u,t)j Utt avec condition initiale g(0,t) = 1. On a alors facile- 
ment 

0u,t = -g{u,t)~ l d t g{u,t). 

3.4. Solution d'Alekseev et Meinrenken a la conjecture de Kashiwara— 
Vergne 

On conclut maintenant par le theoreme suivant qui resout la conjecture de 
Kashiwara- Vergne . 

Theoreme 3.5 ( |AMQ6| ). — La seme de Lie universelle /3 U=M = {F t (X, Y),G t {X, Y)) 
resout la conjecture de Kashiwara-Vergne. 

Preuve — Le formalisme de la remarque precedente est tres pratique pour comprendre 
la preuve. Le point clef est que Ton a la formule suivante, 

m^t = m o V(g(u,t)). 

En effet les deux membres coincident pour u = et verifient la meme equation 
differentielle (jUj) . On a en effet 

(25) d u (m o V(g(u, t))) = m o V(d u g(u, t)) = 

-m o V(g(u, *)7u,t) = - (to o V(g(u, t))) o V(j U)t ) 
car V est un homomorphisme d'algebres de Lie pour [ , ]n e . 



( 18 ^On pourrait utiliser aussi les series de Magnus. 
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Comme on a f3 Ujt = —g(u,t) l d t g{u,t) 1 on en deduit 

d t m^ t = - fn^t o V(p u>t ). 

Or on a m^Ti} = ™<t il vient done l'equation d t m t = —m t o V(f3 t ) avec (3 t = (3 u =x,t- Ceci 
resout la conjecture de Kashiwara-Vergne d'apres la reformulation de la proposition ED 

3.5. Prolongement de l'isomorphisme de Duflo en cohomologie 

Considerons le morphisme d'algebres de Lie, ip : g — ► g x g donne par l'injection 
diagonale. L'application duale tp* s'etend aux algebres exterieures ; 

r ■■ A(s* ©0*) = A 5*® As* — A**- 

C'est le produit dans l'algebre exterieure f\g*. 

Si M. est un jj-module, on notera dj^ la different ielle de Chevalley-Eilenberg sur 
M. ® f\g* et C(g,A4) le complexe des cochaines. Comme d'habitude on notera par 
H(g,M) l'algebre de cohomologie. 

Considerons V comp {0 x O) comme un g x g-module et V comp {0) comme un g-module. 
Notons M t = m t ®tp*. C'est une application de complexes de C (g x x C)) 

dans (7(0,2^(0)). On a 

d t M* = d t m t ®<ip*. 

Dans [AM06] on montre que V(/?) <8> ip*, qui est une application de complexes de 
C(gx g,V comp (0 x 0)) dans C (g,V' comp (0 x (9)), est homotopiquement triviale. 
Plus precisement on at 



(19) 



V(/3) ® = (i ® ° & 

avec t(/3) = Pi^i) et i(ej) la derivation de l'algebre exterieure /\(fl* ©0*) donnee 

l<j<2n 

par la contraction. Comme on a <9jmt = —m t o V(/9t) il vient alors 

d t M t = -{m t o V(Pt)) ®r = ~{m t ® 1) o (1 ® V*) o [d, i{Pt)\ = -M t o [d, 
L'egalite 

peut se comprendre comme une troisieme reformulation de la conjecture de Kashiwara- 
Vergne dans le complexe des cochaines. 

Cette egalite montre que l'application de Duflo se prolonge en un morphisme 
d'algebres de H(g, S[q\) dans H(g, U(g)), precisant ainsi l'isomorphisme demontre dans 
|Koj . On retrouve le resultat de |PT] . 



( 19 'lci intervient le fait que (3 est une application g-equivariante. 
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4. APPENDICE A 



La formule de Kontsevich pour la quantification formelle des varietes de Poisson, 
montre que l'on peut donner une expression pour la serie de Campbell-Hausdorff en 
utilisant tous les crochets possibles a la difference de la formule de Dynkin (cf. § 15. ip . 

4.1. Quantification de Kontsevich 

Dans cette section, afin de faciliter la comprehension de la deformation utilisee dans 
[AM06] , on va rappeler brievement la construction de Kontsevich pour la quantification 
formelle des varietes de Poisson dans le cas du dual des algebres de Lie. 

4-1.1. Varietes de configurations. - On note C n>m l'espace des configurations de n 
points distincts dans le demi-plan de Poincare (points de premiere espece ou points 
aeriens ) et m points distincts sur la droite reelle (ce sont les points de seconde espece 
ou points terrestres ), modulo Taction du groupe az + b (pour a G R + *, b G R). Dans 
son article [Ko] Kontsevich construit des compactifications de ces varietes notees C n . m . 
Ce sont des varietes a coins de dimension 2n — 2 + m. Ces varietes ne sont pas connexes 
pour m > 2. On notera par C* 2 1 & composante qui contient les configurations ou les 
points terrestres sont ordonnes dans l'ordre croissant (ie. on a 1 < 2 < • • ■ < m). 




Iris 



FIGURE 1. La variete C 2 ,o- 



4-1.2. G raph es et graphes geometriques. - - On note par G n ^ l'ensemble des graphes 



etiquete s 1 - 20 - 1 ! et orientes (les aretes sont orientees) ayant n sommets de premiere espece 
numerates 1, 2, ■ • • , n et deux sommets de deuxieme espece 1, 2, tels que : 

i- Les aretes partent des sommets de premiere espece. De chaque sommet de premiere 
espece partent exactement deux aretes. 

ii- Le but d'une arete est different de sa source (il n'y a pas de boucle). 

iii- II n'y a pas d'arete multiple. 



Dans le cas lineaire qui nous interesse, les graphes qui interviennent de maniere non 
triviale (on dira essentiels), sont tels que les sommets de premiere espece ne peuvent 
recevoir qu'au plus une arete. II en resulte que tout graphe essentiel est superposition 
de graphes simples de type Lie (graphe ayant une seule racine comme dans Fig. [2] ) ou 



( 20 )Par graphe etiquete on entend un graphe V muni d'un ordre total sur l'ensemble Er de ses aretes, 
compatible avec l'ordre des sommets. 
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de type roue (cf. Fig. [3] pour un exemple). 




exp(X) exp(Y) 



FIGURE 3. Graphe de type roue et de symbole T(X,Y) = tr fl (adXad[X, y]adFadF). 

Les graphes simples essentiels de type Lie n'ont pas de symetries. Par consequent les 
graphes de G n ^ etiquetes associes a un graphe geometrique de type Lie (graphe oriente 
associe pour lequel on oublie l'etiquetage) sont au nombre de n\2 n . 

Les graphes simples de type roue peuvent admettre des symetries. On notera mr le 
cardinal du groupe de symetries de T. 

4-1.3. Fonction d' angle et coefficients. - Soient deux points distincts (p, q) dans le 
demi-plan de Poincare muni de la metrique de Lobachevsky. On note 

(26) (j> h (p,q) = Arg 

la fonction d'angle de 6*2,0 dans S 1 . Cette fonction d'angle s'etend en une fonction 
reguliere a la compactification C 2i0 . 



\q-pj 
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Si T est un graphe dans Gr n ,2, alors toute arete e definit par restriction une fonction 
d'angle notee e sur la variete C n2 . On note E r l'ensemble des aretes du graphe T. Le 
produit ordonne 

(27) fir = A d & 

est done une 2n-forme sur C^ 2 variete compacte de dimension 2n. 
Definition 4.1. - - Le poids associe a un graphe T est par definition 

(28) w T = —^r- / fir- 



n,2 



4.2. Nouvelle formule de Campbell-Hausdorff 

Si T est un graphe simple de type Lie, on notera T(X, Y) le mot dans l'algebre de Lie 
libre associee (cf. Fig. [2] pour un exemple). Plus generalement si V est simple de type 
roue alors T(X, Y) sera une fonction de trace (cf. Fig. [3] pour un exemple). 

Theoreme 4.2 ( |Ka] . |ASTj ). - - La serie de Campbell-Hausdorff pent s'ecrire en 
termes de graphes sous la forme d'une serie convergente au voisinage de (0,0) 

(29) Z(X,Y)=X + Y + J2 E w rT(X,Y). 

n>l r simple 
geometrique 
de type Lie (n,2) 

La fonction de densite s'ecrit alors comme serie convergente au voisinage de (0,0) 

(30) D(X,y)=exp(^ £ ^r(X,Y)). 

n>l r simple 



geometrique 
de type Roue (n,2) 



4.3. Deformation de Kontsevich 



On construit une deformation 2-dimensionnelle de la serie de Campbell-Hausdorff 
en deformant les coefficients via un parametre £ G C^o- Pour T G G Ut 2 notons la 
pre-image de £ dans l'espace de configurations C n+ 2,o et 

On definit les deformations Z^(X,Y) et D^(X,Y) en remplagant dans les formules du 
theoreme 14. 21 le coefficient u>r par sa deformation wr{£,)- Ces deformations sont regulieres 
et admettent comme conditions aux limites pour £ = (0, 1 )K 21 )| 

Z m {X,Y) =Z(X,Y) et D m (X,Y)=D(X,Y), 



( 21 )Cette position sur l'axe reel correspond a un coin de C2.o- 
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et pour £ = a une position sur l'iri g( 22 )| (cf. Fig CP 

Z a (X,Y)=X + Y et D a (X,Y) = l. 

Cette deformation est controlee par des equations differentielles provenant de Faction 
tangente du groupe G c'est a dire les champs adjoints qui interviennent dans le conjec- 
ture de Kashiwara-Vergne. Ce controle provient essentiellement de la formule de Stokes 
comme utilisee dans IKol. 



Theoreme 4.3 (|Toj). — II existe des series de Lie universelles F^(X, Y) et G^(X, Y) 
explicites construites en termes de diagrammes, convergentes dans un voisinage de (0, 0) 
et qui sont des 1-formes regulieres sur 6*2,0 telles que Von ait : 

(31) d^(X, Y) = [X, Ft(X, Y)] ■ dxZ^X, Y) + [Y, G^X, Y)} ■ dyZ^X, Y) 
et 

(32) d^(X,Y) = ([X,Ft(X,Y)].d x + \Y,G((X,Y)]-dy)Dt(X,Y)+ 

\T a (dxF 6 (X,Y)oadX + dyG e (X,Y)oadY))D 6 (X,Y). 







Remarque 4-4- — Pour £ generique la deformation ne definit pas une loi associative. 
Par exemple, la deformation le long de la paupiere de 6*2,0 fait intervenir des polynomes 
de Bernoulli (cf. |Toj). 



Remarque 4-5. — On peut montrer |ATj que la connexion 7^ := (F%, G%) est plate, c'est 
a dire que Ton a d^7g + §[7$, Itliie = 0, pour le crochet defini §3.1.51 

Remarque 4-6. — Grace a la quantification de Kontsevich on construit les deformations 
verifiant les equations fflO|) et ffl9|) . En suivant un chemin comme dans Fig. H]de l'iris 
jusqu'au coin, on definit done des deformations Z U (X, Y), D U (X, Y) pour u e [0, 1] et 
une fonction 7„ = (F u , G u ) definie dans un voisinage de (0, 0) a valeurs dans gxg. 

Remarque 4-7. — On peut etendre toutes ces constructions au cas de la serie de 
Campbell-Hausdorff avec n arguments Z(X\, X2, ■ ■ ■ , X n ) en considerant un parametre 
de deformation dans C n , . On a encore un controle par des equations differentielles 
comme dans le theoreme 14.31 La methode de Alekseev-Meinrenken s'etend sans 
probleme et resout le probleme de Kashiwara-Vergne avec n arguments pose dans [B] , 




^ 22 ^Cela correspond a une concentration des deux points selon un angle a. 
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5. APPENDICE B 



On regroupe dans cet appendice quelques resultats complement aires sur la formule 
de Dynkin et on precise certains calculs utiles pour la comprehension de ce texte. 

5.1. La formule de Dynkin 

II existe de nombreuses fagons d'ecrire la serie de Campbell-Hausdorff. On peut 
notamment ecrire les developpements que Ton obtient en calculant la derivee de 
l'application exponentielle puis en integrant a nouveau. Nous allons ici rappeler une 
autre formule due a Dynkin. 



Pour simplifier, on note comme ci-dessous les crochets successifs normalises : 
[Xi, . . . , X n ]* = — [Xi, [X 2 , . . . , [X n _i, X n ]] . . .] 



[X[\ . . . , X^% — \X 



et 



On obtient alors la celebre formule de Dynkin. 
Proposition 5.1. - - On a la formule 




(33) Z(X,Y) 



X + Y + £ 



-1 



\m— 1 



m>2 



ni 



E 

Pi+9i>0 



[XP\Yi\...,XP™,Yi" 
Pi!<?i! . . .pj.qj. 



Rappelons com ment on obtient cette formule : notons Lx,y l'algebre de Lie libre 
engendree par X, Y r 23 )| et Assx 5 y l'algebre associative libre engendree par X, Y. Plagons 
nous dans l'algebre enveloppante U(L x ,y) qui rappelons-le s'identifie a Assx,y (cf. [5e]). 
On calcule formellement 

x Y ^ X p Y q 



p,q>o 



puis en utilisant le developpement de 



/i \m-l 

^— ' m 

m>l 



on trouve formellement 



Z(X, Y) = J2 



-1 



\m— 1 



m 



E 



m>l Pi+qi>l 

On utilise alors une caracterisation des elements de l'algebre de Lie libre dans l'algebre 
associative libre due a Dynkin ([Se] §4.4) : un element 

a ^ c a X ai X a2 . . . X an 



(23) Q n a pp e n era aussi polynome de Lie en X, Y ou element de type Lie, tout element de Lx t Y- 
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d'ordre n est dans Lx,y si et seulement si 



a 

a 



Remarque 5.2. — La formule de Dynkin n'utilise que des crochets iteres. 

5.2. La differentielle de l'application exponentielle 

A partir de la formule de Dynkin on peut mener un calcul explicite sur les termes a 
l'ordre 1 en y (voir [Po] , page 103) ce qui permet de retrouver les nombres de Bernoulli 
b n . Ce calcul n'est pas evident, mais il est faisable. Rappelons que la serie de Bernoulli 
est donnee par 

in 9 d ft 

/ ) 'f ■ , ■ ' 1 ■ V' — > ' I ' 

34 > -2— = = 1- - + + . 

( J ^ n\ e x - 1 2 12 720 30240 

n>0 

Les b n pour n > 3 impair sont nuls. 

En calculant la serie Z(X, Y) a l'ordre 1 en Y, on deduit la formule bien connue 
suivante : 

Z(X, Y) = X + Y+ Y] + i[X, [X, 7]] + ■ ■ ■ (mod Y 2 ) 
On en tire la formule 

/ 1 _ e -adX \ 

exp fl (X) exp fl ( ^ • y j =exp (X+ y+ mod 7 2 ), 

et on conclut que la differentielle de l'application exponentielle s'identifle a l'endomor- 
phisme 

(35) y ^ - — y, 

v ; adX 



si on utilise la multiplication a gauch a^ 24 - 1 ! pour identifier g avec l'espace tangent en 
exp (X). 

5.3. Equivalence entre les equations ([71) et (llOj) pour Z t (X,Y) 

Dans cette sous-section nous expliquons comment on passe de l'equation (J7J a 
1' equation ( fTOl) . On suit les references |KV] et |Rou86j . 

On fait un calcul a l'ordre 1 en e, comme dans une derivee pour 

Z t (X + e[X,F t ],Y + e[Y,G t \). 



( 24 ^Si on utilisait la multiplication a droite on trouverait Y i— > e adx 1 • Y. 
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D'apres la formule de la differentielle (proposition 1351) pour l'application exponentielle 
on a : 

/ 1 — e~ adtx \ 
(36) exp (tX + e[tX, F t ]) = exp (tX) exp (e — [tX, F t ]J = 

exp (tX)exp ( e (l- e - ad ' x )F 4 ). 

De meme on a 

exp g (ty + e[*y, G t ]) = exp g (e(e ad ' y - l)C f ) exp g (ty). 
On en deduit alors 

(37) 

ex Pg (t^(X + e[X, F t ],Y + e[Y, G t ])) = ex Pg (tX + e[tX, F t }) exp s (tY + e[tY, G t }) = 

exp g (tX) exp (e(l - e^ Atx )F t + e(e ad ' y - l)G t ) exp (tF). 
L'equation ffTOl) dit que Ton a 

Z t (X + e[X, F t ], y + e[y G t ]) = Z t (X, Y) + e$Z t (X, y) = Z t+e (X, Y). 
Dans ce cas, en utilisant la formule 

exp (ty)^(X,y)exp g (-ty) = Z t (Y,X), 
le membre de gauche de fl37j) s'ecrit 

(38) exp s (tZ t+e (X, y)) = exp g ((t + e)Z 4+e (X, y)) exp g (-eZ t (X, y)) = 
exp ((t + e)X) exp ((t + e)Y) exp s (-eZ t (X, Y)) = 

exp g (tX) exp g (eX + eY - eZ t (Y, X)) exp & (tY). 
En comparant avec le membre de droite de fl37|) on se trouve que Ton a a l'ordre 1 en e : 

x + y - z t (y, x) = (i - e - ad4X )F(x, y) + ( e adty - i)G t {x, y) 

qui est exactement l'equation ©. 

Reciproquement si l'equation fl7|) est verifiee alors on aura 

(1 _ e -«i« )Ft + (e ad 4 y _ 1)Gt = x + y _ 1 lQg ( expa(t y) eX p (tX)) . 

En remplagant ce terme dans (l3"Tj) on retrouve avec le terme de droite de (13*81 ce qui 
permet de remonter le calcul et de conclure que Ton a 

Z t+e (X, Y) = Z t (X + e[X, F t },Y + e[Y, G t }), 
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c'est a dire 

d t Z t (X, Y) = ([X, F t ] ■ d x + [Y, G t ] ■ d Y )Z t (X, Y), 
qui est bien l'equation ffTUj) . 

REFERENCES 

[AM00] A. ALEKSEEV, E. MEINRENKEN - The n on- commutative Weil algebra 
Invent. Math. 139 (2000), no. 3, 135-172. 

[AM02] A. ALEKSEEV, E. MEINRENKEN - Poisson geometry and the Kashiwara- 
Vergne conjecture. C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I Math. 335 (2002), no. 9, 723-728. 

[AM05] A. ALEKSEEV, E. MEINRENKEN - Lie theory and the Chern-Weil homo- 
morphism. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 38 (2005), no. 2, 303-338. 

[AM06] A. ALEKSEEV, E. MEINRENKEN - On the Kashiwara-Vergne conjecture. 
Invent. Math. 164 (2006), no. 3, 615-634. 

[AP] A. ALEKSEEV, E. PETRACCI - On the Kashiwara-Vergne conjecture. Journal 
of Lie Theory 16 (2006), 531-538. . 

[AT] A. ALEKSEEV, C. TOROSSIAN - Star- product for Lie algebras and KV conjec- 
ture. Preprint 2007. 

[ADS] M. ANDLER, A. DVORSKY, S. SAHI - Kontsevich quantization and invariant 
distributions on Lie groups. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 35 (2002), no. 3, 371-390. 
[AST] M. ANDLER, S. SAHI, C. TOROSSIAN - Convolution of invariant distribu- 



tions : proof of the Kashiwara-Vergne conjecture. math.QA/0104100. Lett. Math. 
Phys. 69 (2004), 177-203. 

[B] E. BURGUNDER -Eulerian idempotent and Kashiwara-Vergne conjecture. 



math.QA/0612548, 



[Du70] M. DUFLO - Caracteres des groupes et des algebres de Lie resolubles. Ann. Sci. 
Ecole Norm. Sup. (4) 3 1970 23-74. 

[Du77] M. DUFLO - Operateurs differentiels bi-invariants sur un groupe de Lie. Ann. 
Sci. Ecole Norm. Sup. 10 (1977), 107-144. 

[Dix] J. DIXMIER - Sur I'algebre enveloppante d'une algebre de Lie nilpotente. Arch. 
Math. 10 1959 321-326. 

[Gu] S. GUTT - An explicit * -product on the cotangent bundle of a Lie group. Lett. 
Math. Phys. 7 (1983), no. 3, 249-258. 

[HC] Harish- Chandra - On some applications of the universal enveloping algebra of a 
semisimple Lie algebra. Trans. Amer. Math. Soc. 70, (1951). 28-96. 

[KV] M. KASHIWARA, M. VERGNE - The Campbell-Hausdorff formula and invariant 
hyperf unctions. Invent. Math. 47 (1978), 249-272. 

[Ka] V. KATHOTIA - Kontsevich 's universal formula for deformation quantization and 
the Campbell-Baker-Hausdorff formula. Internat. J. Math. 11 (2000), no. 4, 523-551. 



980-24 



[Kly] A. A. KLJACKO - Lie elements in a tensor algebra. Sibirsk. Mat. Z. 15 (1974), 
1296-1304, 1430. 

[Ko] M. KONTSEVICH -Deformation quantization of Poisson manifolds, I. 

|math.QA/9709040( Lett. Math. Phys. 66 (2003), no. 3, 157-216. 
[Mo] T. MOCHIZUKI -On the morphism of Duflo-Kirillov type. J. Geom. Phys. 41 

(2002), no. 1-2, 73-113. 
[PT] M. PEVZNER, C. TOROSSIAN - Isomorphisme de Duflo et cohomologie tan- 

gentielle. J. Geom. Phys. 51 (2004), no. 2, 486-505. 

[Po] M. POSTNIKOV - Legons de geometric- Groupes et algebres de Lie. Ed. Mir, 
Moscow, 1985. 

[Rou81] F. ROUVIERE - Demonstration de la conjecture de Kashiwara-Vergne 
pour SL 2 (R). C. R. Acad. Sci. Paris, 292 (1981), 657-660. 

[Rou86] F. ROUVIERE - Espaces symetriques et methode de Kashiwara-Vergne. Ann. 
Sci. ecole Norm. Sup. (4) 19 (1986), no. 4, 553-581. 

[Se] J. -P. SERRE - Lie algebras and Lie groups. New York-Amsterdam : W. A. Ben- 
jamin, Inc. (1965). 

[Sh] B. SHOIKHET - Tsygan formality and Duflo formula. Math. Res. Lett. 10 (2003), 
no. 5-6, 763-775. 

[To] C. TOROSSIAN - Sur la conjecture combinatoire de Kashiwara-Vergne. J. Lie 
Theory 12 (2002), no. 2, 597-616. 

[Va] V.S. VARADARAJAN - Lie Groups, Lie Algebras and their Representations. Gra- 
duate Texts in Mathematics, Ed Springer- Verlag, 1984. 

[Ve] M. VERGNE - Le centre de I'algebre enveloppante et la formule de Campbell- 
Hausdorff. C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I Math. 329 (1999), no. 9, 767-772. 



Charles TOROSSIAN 

Universite Denis Diderot - Paris 7 
CNRS 

Institut de Mathematiques de Jussieu 
175, rue du Chevaleret 
F-75013 Paris 

E-mail: torossian@math.jussieu.fr 



